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��������	
��	��, �	�����
��� ���
	��, 
�
��

� 

��� 537.8.621.396.96 

�. �. ������, 	. 
. ������ 
����������	
 �������������
 ���	����	����	
 ��	����	� 

Рассеяние бигармонического электромагнитного 
поля шарообразным телом  
с нелинейными свойствами 

Поставлена и решена в приближении заданного поля граничная задача рассеяния би-
гармонического падающего электромагнитного поля на шаре из однородного изотропного 
нелинейного вещества. Использованы нелинейные материальные уравнения вещества, за-
данные его вольт-амперной характеристикой. 

������ ������	�
�
 ��������, ���������� �������� �������, ����������� ����
�
 �
��, 
��, �
���-������ ����������� 

� ����� � �����	�
� �
��
���� �����������, ���
������
� �����
	��� ��	
�� � �
-
��
����� �
�
�	��� � �������	��� ��
������� ��	
����� � �
��
����� �����	���� 
�
�������� ��
	� �	�����
 ��������������
 �
��
���
 �	����	
� [1], [2]. � ���
�	�
 
���
���� � ��
���� ����������� ������ ����
���	�� �
	���
���
 � ���
�	���
���
 
����. ��

 ������	�� ��������������
 �����	
���	��� �
��
����� �	����	
� � ���
 
����, ����	��
����� �� �
��
����� �� �
�	���
����� ��� �
 
�	�� � �������� ���	-
���
���� �����	
���	���� (�!"). #����� �
�	���������
����� ������ �
��
���� �$$
�-
	��, �������� �� ��� �������
��� � ����
���� �
�	�������	��� ��� �� 	
�� � �
��
�-
���� �����	����, ����� $���������	��� ��� ��������� ������ �� �����
 �����
��� %��-
��
� � �
��
����� ���������� �������� (&’), ����������� ���
������� [3]. 

Постановка граничной задачи. (��	� � �
�������
���� ����	����	�
, �����
�-

��� ��
��� � �����	���� ���
�	���
���� a 0� � � �  � �����	��� a 0� � � � 1 �������
-
���	��� � ����������	�� �  �������
� ��� ������� �, ����	��
���� �� ����������� 
���	������� �����	����
�	���
����� �
 
�	�� � �
��
����� �� �
�	���
����� ��� 

�����	���� � � �����	��� �������
���	�� �
 
�	�� a 0′ ′µ = µ µ 2. 

��
 ���� � ����	� �V  ������ �	������
 �
�	���
���
 (�����	��
) 	��� � ����-
�
����� ����
����� ��	���	
� � � � �э м, ,  ,p t p tj j : 

                                                 
1 0 0,  � �  � ���������	�
��� � �������� ���������
�� 
��������� ���
����
��� 
������
������; ,  � �  � 

����
�������� ���������	�
��� � �������� ���������
�� 
���� 
������
������. 
2 �′  � ����
�������� �������� ���������
�� ����
���. 

 

' ������ �. �., ������� �. �., 2007 



Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2007. Вып. 3====================================== 

 4 

 ( ) ( ) � �,�(�) �(�) ,, expp t p i t
� �

∞ ∞
µ ν

χ=−∞ν=−∞
� �� �j j� , (1) 

��
 � � 	���� �����
���; t � ��
��; 
, 1,0 1,0 0,1

1,0 1,0 0,1
э(м) э(м) , э(м) , э(м) ,� � �

�
� � � � � �� � � � � � �j j j j� � � �  

0, 1
0, 1

э(м) ,
�

�
� �� �j�  � ����
����
 ����	���; ,χ νω = χω+ νΩ ; 

1,0�(�)j�  � 
0,1�(�)j�  � ����	��� 

��	���	
� �
�	���
����� (�����	����) 	���� �� ���	�	�� ω  � �  ���	�
	�	�
���, ���-

�
� 
, ,

*
�(�) �(�)� �� �� �

�j j� � , 
, ,

*
�(�) �(�)�� �� � �

�j j� �  (���� "*"  ��������
	 ����
����
 ������
��
); 
,
,

� �� ��  � ����� )���
�
�� ( ,
, 1ξ ηχ ν� �  ��� � � �  � � � �  � ,

, 0� �� �δ =  ��� � � �  �� � � � ). 

*	������
 	��� (1) ���������	 � �
�������
���� ����	����	�
 �
������
 (�����-

 

) �
�	�������	��
 ��
 (+%() � �����
����� ����
����� �
�	���� ������
����	
� 

�
�	���
����� � �� ,p tE  � �����	���� ( )� ,p tH  ��
� �� ���	�	�� �  � � : 

� � � � ( ) � � � � ( ), ,� � , � � ,, exp ;  , exp ,p t p i t p t p i t
� � � �

� � � �
� � � �

���� ���� ���� ����
� � � �� � � �E E H H� �  

��
 �	���� �
�� �	 ��� ����
����
 ����	��� 
1,0п�

E� , 
1,0��

Н� , 
0, 1п �

E� , 
0, 1� �
Н�  ���
-

�
��	�� ���
�	���� �����
����� [4] �� �������� ����
���� 
1,0�(�)�

j� , 
0, 1�(�) �

j� . 

,�������� � �
�	�
 ���� ����� �$
���
���� ���	
�� ��������	 � �, ,R � �  � ��
-
�
� �������
��
 { },� � � � . (�� ����
��	��
� ����� 
�� +%( � ��-
�
 ���� ��������-

	�� +%( � ������
����	��� � �,p t�E , ( ),p t�H , � ��
 ���� � �	������
 (����
����
) 
+%( � ������
����	��� � �� ,p tE , ( )� ,p tH , ���	���� �
 �
�	���� ������
����	
� ��-
	���� 
�	� ���	�-�
������
���
 $������ (((.) ��
�
�� � ���	��� ����	 ��	� ��
�-

�	��
�� ���� 
����� ������ .���
 [5]. )���	
���
 � ���
�����	� ���� ���	����-

 �
 �
�	���� ������
����	
� ����
	�����	 &’: 

 � � � � � � � �, , ;  , ,
R a

H p t H p t E p t E p t� � � � �
� �� �� �� � , (2) 

��
 

 � � � � � � ( ) ( ) ,  , , , � � ,, exp expH p t H p i t H H i t
� � � � � �

� � � �
� � � � � � � �

���� ���� ���� ����
� � � � �∑ ∑ ∑ ∑� � � ; (3) 

� � � � , ,, expE p t E i t
� �

� � � � � �
���� ����

� �� �∑ ∑ � ; � � � � , ,, expH p t H i t
� �

� � � � � �
���� ����

′ = ω∑ ∑ � . 

� � � � � � � � � � ,  , , , � � ,, exp expE p t E p i t E E i t
ρ χ ν ρ χ ν

� � � �
� � � � � � � �

���� ���� ���� ����
� � � � �� � � �� � � ; 
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(���	���� (3) � (2) � ����
��� 	
��
�� 
����	�
����	� � ������������� ((. [3], 
[5] ��

� &’ 

 
 ,  ,  ,  ,п в  , п в  ,;  

R a
E E E H H H

� � � � � � � � � � � �� � � � � � �
� �� �� � � �� �� � � � � � . (4) 

)���
����
 ����	��� ��
�	������ ���	���� �� � (3) ���
�
��	�� ����
-
��
� ��� �
�	���
����� � �����	���� 	���� [4]: 

 

( ) ( ) ( ) � � ( ) � �

� � ( ) ( ) ( ) ( ) � �

� � � � ( ) � � ( ) ( ) ( )

1 1 0 0
 , , ,  , , , , ,  ,

0

0 1 1 0
 , ,  , , , , ,  ,

0

0 0 1 1
 , , , , ,  , , ,  ,

;

;

n
im

n m n m n m n m
n m n

n
im

nm n m n m n m
n m n

n
im

n m n m n m n m
m n

E P A k W P B e

E iP A ik W P B e

H k W P A P B e

� � �� � � � � � � � � � �
� ��
� � �� � � � � � � � � � �
� ��

� �� � � � � � � � � � �
��

� �� � � �� �
� �� � � � �� �
� �� � � �� �

� �
� �
�

�

�

�

� � ( ) ( ) � � � � ( ) ( )
0

1 0 0 1
 , , , , ,  , , ,  ,

0

;

,

n
n

im
n m n m n m n m

n m n

H i k W P A iP B e

�

�
� � �� � � � � � � � � � �
� ��

� �� � � � �� �

�
� ��

 (5) 

��
 � � � � � �
� �,
cos sin ,  0;

cos ,  1;

m
s n

n m m
n

mP s
P

P s�

 θ θ =θ = ∂ θ =
 

� � � � � � � �
� � � � � � � � � �

, 2
, , ,

,  , , , 2
, , , ,

,  0;

,  1;

n n m ns
n m

n m R n n m R n

j k R A h k R s
A

V R Rj k R A R Rh k R s

χ ν
χ ν χ ν

χ ν χ ν χ ν
χ ν χ ν

 ==   ∂ + ∂ =     
 

� �, , a , ak i� � � � � �� � � � � � � ; ( ), a a ,W i� � � �� � � � � � ; 

� � � � � � � �
( ) � � ( ) � �

, , 2
, , , ,

,  , , , 2
, , , ,

,  0;

,  1;

n m n m ns
n m

n m R n n m R n

W k R B h k R s
B

W R Rj k R B R Rh k R s

� � � �
� � � �

� � � � � �
� � � �

� � ��� � � �� � � �� �� 	 
 	 
�
 

� �cosm
nP �  � �����
���
���� ������ /
������ �	
�
�� n  ������� m  [4]; θ� � � �� ; 

R R� � � � ; ,
,n mV � � , ,

,n mW � �  � ,
,n mA� � , ,

,n mB� �  � ����	��� �$
���
���� ����	����	�
���� ���-
����� �
�	���
���� � �����	��� ��� ��
�	������ ���	���� �� ������
����	
� 
�
�������� � ����
������ +%( ���	�
	�	�
���. 

%����
���
 ����
��� �
�	���� �
�	���
���� � �����	��� �������� +%( � ���
 ���-
������ �
�
� ( ),p t�D  � � �,p t′B  ���	�
	�	�
���. (��	� �!" �
 
�	��, �� ��	����� ����	��-

� ���, ������ � ���
 ( ) � � � �� , tj p t j E D E

ρ ρ ρ ρ ρ� � � � �� � � , ��
 �j �
′  � ���	���� �� �
�	��� ��	-

���	� ������ 	���; � �j j E� � �� � �� ; ( )D D E� � �� � ��  � ��	
������
 �����
��� ��
��; t t∂ = ∂ ∂ . 

j��  � D�′  ��� $������ E��  ����
	�����	 ������� ��
��	��
��� ����� 0
����. 0����, ���-
���� �� ��� ������
����	� ��� "��
 
���"  0,0E�′ , ��

� ������
 ���� 0
���� � 
��$$
�
�������� $���
 [6]: 
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( )п ,0 ,1 ,
2

Q q
q

q

j j F E F E
� � � � � �

�
� � �� � � � , 

��
 � �,0  0,0j E� ��  � ���	������ (�� ��
�
��) ���	���� �� ��	���	� 	��� ����������	� 

q q q tF j D� � � ; � � ( )
 0,0

1! q
q E E E

j q j E
�

�
�� � ��� �� � ; � � � �

 0,0

1! q
q E E E

D q E
ρ

−
′ ′ ′=

�� �  � ������
��
 

���$$���
�	� ��� �������� �!"; � �qq
E E� ′∂ = ∂ ∂ . �
�	��� �E  � �H  ����� ����
	��-

��	� �����
���� %����
�: 

� �,0 1
2

rot
Q

q
q

q

j F E F E� � � �
�

′ ′ ′= + + �H � ; arot t H� �′ ′ ′= −µ ∂E � . 

1	���� ����
� �
��
���
 ��$$
�
�������
 �����
��
 � ���	��� ����������� 
�	����� �������, ���
�
�� 

 ���	���� �
 �
�	��� �E : 

 ( ) � �2
a 1 a

2

grad div
Q

q
t q t

q

F F
�

� � � � � �� � � � � � � ��E E E E , (6) 

��
 � � ( ) ( ) � �qq q q
R RE E E� � � �� � � �� � �E i i i  ( ,  ,  R � �i i i  � ��	� ��������	��� ���	
��; 

� �q
RE� , � �qEθ�  � � �qE�′  � ���	���� �
 �
�	��� )�

q�E . 

/
��� ���	� �	��� �����
���, 	���
�	�
���� 
��� ���	� �������� �����
���, ����-
����
	, �	� � ���
 ����	 ���������	� ������
 ����
���, ���������
 ����
���� � �-
�
���� ��
�
 ����. (����� ���	� �������
	 �� �����
 �������
��	��
 ���, ���
�
��� � 
$������ � ��������� ������	��, � ���$$���
�	�� ��	������ ��� � �
��
���� ��
�
. 
(����	� �	����
 �
�
��
 �����
��� (6) � �� 
� ����
 �
 ���
	��. 

2������
� ������
��
 ��������� ��� [7]. (�� �	�� �
�
��� �����
��� &
��-
����� � ���
 �� ����
����� ����	�� ��
��	���� ����
��
� ��� �
�	���
����� � 
�����	���� 	����, �����
���� �� ���	
��� ����	����	�
���� ��������: 

 

� � � � � � ( )

� � � � � � ( )

( ) � � ( ) ( ) � � ( )

( ) � � ( )

,

,

,

,

0
,  ,

0

0
,  ,

0

1 1 0 0
,  , , , ,  ,

0

0 1
,  ,

1 cos 1 ;

1 cos 1 ;

;

n
m im

R n n m
n m n

n
m im

R n n m
n m n

n
im im

nm n m nm n m
n m n

im
nm n m

E n n P e R C

H n n P e R D

E P e C k W P e D

E iP e C ik

� �

� �

� �

� �

� � � � �
� ��
� � � � �
� ��

� � � � �� � � � � � � � �
� ��

� �� � �

� � � �

� � � �

� �� � �� � � �� 	

� �� � � �

� �
� �
� �

�

�

�

� ( ) � � ( )

� � ( ) � � ( ) ( ) � � ( )

� � ( ) � � ( ) ( ) � � ( )

,

,

1 0
, , ,  ,

0

0 0 1 1
, , ,  , ,  ,

0

1 0 0 1
, , ,  , ,  ,

0

;

;

,

n
im

nm n m
n m n

n
im im

nm n m nm n m
n m n

n
im im

nm n m nm n m
n m n

W P e D

H k W P e C P e D

H i k W P e C iP e D

� �

� �

� � �� � � � � �
� ��
� � � � �� � � � � � � � �
� ��
� � � � �� � � � � � � � �
� ��

� �� �� 	
� �� � �� � � �� 	
� �� � �� � � � �� 	

� �
� �
� �

�

�

 (7) 
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��
 
� � � �

� � � �
,
, ,

,  , ,
, ,

,  0;

,  1;

n m ns
n m

n m R n

C j k R s
C

C R Rj k R s

χ ν
χ ν

χ ν χ ν
χ ν

 ′ ==  ′∂ =   
 � � � �

� � � �
,
, ,

,  , ,
, ,

,  0;

,  1;

n m ns
n m

n m R n

D j k R s
D

D R Rj k R s

� �
� �

� � � �
� �

 ′ ==  ′∂ =   
 

( ), , 1 1 , ak D i j� � � � � �� �� � � � �� �� 	 ; � �, a 1 1 ,W D i jχ ν χ ν� �� � � �� �� 	  � ���$$���
�	� ������-
�	���
��� � �����	
���	��
���
 �����	��
��� ��
�	������ ���	���� �� +%( � ��-
	
���
 ���	�
	�	�
���; , ,

, ,,  n m n mC D� � � �  � ����	��� �$
���
���� ����	����	�
���� �����-
��� �
�	���
���� � �����	��� ��� ��
�	������ ���	���� �� ������
����	
� ����-
����������� � ��	
���
 ���� +%(, ���
�
�
��
 �� ��������� ������ (4). 

�� �����
��� �� ������	�
��� ��������������� � �
 
�	�
 ��� +%( ��	������ 

����������� �
��� ���$$���
�	��� ,
,n mAχ ν , ,

,n mBχ ν  � ,
,n mCχ ν , ,

,n mDχ ν . (�� �	��, ����	���� �����
-
��� (7) � &’ (4) � ���������� 	
��
�� ��	���������	� �$
���
���� $������, ������ ���-
���
���
 &’ �� ����	
���� ���	���� �� �
�	���� ������
����	
� ����� �
�	���
-
����� � �����	���� ��
� �� ���
 � �
��
����� �� �
�	���
����� ��� �����	���� [8]: 

 
� � � �

� � � � � �

 ,  ,

,  , ,  ,

, ,

� �
� � 

0

00
0

2

, ,  ,

n n

n m n m

n

n m n

Q

q
q

k
i Z H Z H
W

k
j i E E q p R a

W

� � � �
� � � �

� � � �

∞χν
θ θχν ϕ ϕ= =−

χν
χν ϕ ϕχν θ θ=

′ ′ ′ ± + ≈′   
′≈ δ + + Φ =′

� �

�

� �

� �  (8)

 

��
 � �
� � ,

,
э ,

, ,
n

a n

n

aj k a
Z iW

k aj k a� �

� �
� �

� � � �

�� � �� �� �� � � �  � 
� �
� � ,

, ,
м ,

,
n

n

a n

k aj k a
Z iW

aj k a� �
� � � �

� �
� �

� �� �� �� � �� �
 � �����	
���	��
-

���
 �����	��
��� �$
���
���� ����	����	�
���� �������� �
�	���
���� � �����	-
��� ��� ���	�
	�	�
���; ( )a a� � � � ; ,q q qj i D� �� � � � ; 

� � � � � �
, , ,

, 1,E q p E q p E p� � � � ��� ���

� �
� � �

���� ����
� � �� �∑ ∑� � � ; � � � �

, ,
1,E p E p

� � � �ρ ρ′ ′=� � . 

+
�	��$����
���
 �����	
���	��� ���� � (8) ��������	 �
��� ����� ����	
���
 
���	���� �
 �
�	���� 

,�� �
�� , 

,�� �
H�  � �������	 ���
�
�	� ����	��� ,

,n mAχ ν , ,
,n mBχ ν  

����	����	�
���� �������� ��
�	������ (��������������) ���	���� �� ����
������ 
���. � ��
���� ����
, ����� 1Q � , ��� ��������	�� � �	����
 ��������
 ������ [9] 

�� �����	����
�	���
����� ����. 
3
�������� ���
�
�	� ,

,n mAµ ν , ,
,n mBµ ν  �� ���	�	��� ���������� ,� ��  	���
, �	��� ��-

����
����	� ����
������ +%( ����
	����� �����
���� %����
� ��� R a� , &’ (8) �� 
���
�����	� ���� � ������ ����
���. 
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Решение граничной задачи. �� ���
�

��� ,
,n mAχ ν  � ,

,n mBχ ν  � (5) ����	���� �����
-
��� �� ����
����� ����	�� ��
�	������ ���	���� �� ������ ��� (5) � &’ (8). 
(�� �	�� �����
�, �	� �
 
�	�� ��

	 ������	����� �!", 	. 
. 2Q = . 2�

�: 

 

( ) � � � �

( ) � � ( ) ( )�
� � � � � � ( )

 ,

1 0
1 , , , , �,  , ,  ,

111 000 1 1
2 , , , , , , , , , , , , , ,

0 0
011 100 0 1
, , , , , , , , , , , , , ,

nd g d gd g d g
p

p l n d g p l n d g n g l p l
n p l p

p l n d g p l n d g n g l p l

N A i k W N Z A

IP IP A A

IP IP B A

� �
θ χ ν χ νχ ν χ ν

∞ ∞ ∞ ∞θ
ξ η − χ−ξ ν−η

ξ=−∞η=−∞ = = =−

ξ η − χ−ξ ν−η

′ ′ ′Φ − +
 +Φ + + 

 + − + 
+

� � � � �

� � � � ( ) � �

� � � � � � � � �
� � � � ( )

� �
 ,

101 010 1 0
, , , , , , , , , , , , , ,

001 110 0 0
, , , , , , , , , , , , , ,

0 1
, , , , � ,  ,1 ,  ,

110 0
2 , , , , , , , ,

0;

n

p l n d g p l n d g n g l p l

p l n d g p l n d g n g l p l

d g d g n gd g

p l n d g p l n d g

IP IP A B

IP IP B B

N B i k W N Z B

IP IP

� �

ξ η − χ−ξ ν−η

ξ η − χ−ξ ν−η
ϕ χ ν χ ν ϕ νχ ν
ϕ

 − + 
 + + = 

′ ′ ′Φ − −

−Φ − � � ( ) ( )�
� � � � � � ( )

� � � � ( ) � �

� �

01 1 1
, , , , , ,

0 0
010 101 0 1
, , , , , , , , , , , , , ,

100 011 1 0
, , , , , , , , , , , , , ,

000
, , , , , ,

p

n g l p l
n p l p

p l n d g p l n d g n g l p l

p l n d g p l n d g n g l p l

p l n d g p l n

A A

IP IP B A

IP IP A B

IP IP

∞ ∞ ∞ ∞
ξ η − χ−ξ ν−η

ξ=−∞η=−∞ = = =−

ξ η − χ−ξ ν−η

ξ η − χ−ξ ν−η

  + 
 + + + 
 + + + 

+ −

� � � � �

( ) � � � � �111 0 0
, , , , , , , , 0,d g n g l p lB Bξ η − χ−ξ ν−η

   =  

 (9) 

��
 � �[ ] � � � � � �, 2 2 1 ! ! 1d gN d d g d g d d� �� � � � �� �  � ����� �������� /
������; [0, );d ∈ ∞  

� �,g d d� � ; � � � � ( ) � � � � � � ( ) � �1
, , , , ,

0

sinijk ji j k i k
p l n d g n g l pl dgIP i P P P d

π
+ + +

−� � � � � � �� . 

0���� �������, �
�
��
 ��������� ������ ��
�
�� � �
�
��� ���	
�� �
��
���� 
��
�����
���� �����
��� (9) �	����	
��� ����	�� ,

,n mA� �  � ,
,n mB� �  �
��
��� ������-

�
��	��� �� �
��� ����� ����	����	�
���� ��������. 
��������� �������	
��� ������ ��
������ �
�
��. ,�����	��� ����� �������
-

��� �
�
�	����� �
�	���
���� �����	���� (++�) ���� ������� a  �� �
��
����� �
 
-
�	�� � ���$$���
�	��� �����
��� �!" � ��� 0
���� 1 04.4D � � , 1 0.027 �� �j =  � 

1�� � . (�	���	� ��-
���� 	���� (1) ++� ���������	 �
�	�������	��
 ����� 

 ��
 �� 
���	�	�� � � 92 3 10  1 �� � � � � , ( ) 62 400 10  1 с� � � � � . ++� �������
� � 	���
 � ��������-
	��� 10 0 50k R � , 0� � � , 0 0� � , 
�� ���
�	 ������
� ����
��� θi : 0� � � , 0 0� � . 

!���	��� ��
�	������ ���	���� �� ������
����	
� ����� 
�� +%( � ���
����-
�	� ���� 

1,0�
1.26 � ��E� , 

0,1п
0.16 � ��E� . 
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,
���	�	� ����
	�� ��	
������� �
��
���� �$$
�	����� �� ��
� ����
���� 
(23+(,) ����
�
�� �� ���. 1�3. 23+(, ��
�	������ ���	���� �� ��� �� ���	�	�� 

,� ��  ���
�
��	�� �
��� �� ������� [2]: 

, , ,1,0

2 22
, , , � �

4

Q 4 R E d E� � � �η ϑ χ ν
π

� � �� � � , ��
 � �, ,η ϑ = θ ϕ . 

3� ���. 1 ����
�
�� ���������	� 23+(, ���� , , ,Q� � � �  �� �������������� ���	�	�� 

,� ��  �	 ,k a� �  ��� 2
2 0.275 A Bj = , 2 0D � ; �� ���. 2 � ���������	� 23+(, ���� , ,1,0Q� � , 

, ,0,1Q� �  �� ���	�	�� ����� 
�� ��� 1,0� , 0,1�  �	 ,k a� �  ��� 	
� �
 ������� (����
�
�� 
�����
��
 � ��
���� ����
�: �������� ������ �������
�� ���������	� �� �
��
�-
���� �����, �	�������� ������ � �� ��
����� �����). 3� ���. 3 ����
�
�� ��������-
�	� 23+(, ���� , , ,Q� � � �  �� �������������� ���	�	�� ,� ��  �	 2j  ��� 1,0 1.76k a � ; 2 0D � . 

)�� �
��
	 �� ���$����, �������
���� �� ���. 2, �����
��
 �$$
�	� �
��
����� 
����
���� ������
	 ��
��
��
 23+(, ���� �� ���	�	
 ����
��	��� 1,0�  � 1.01 1.05�  

 

���. 2 

2,  мQ  

1,0k a  0 1 2 

, ,1,0Q� �  

0.03 

0.06 

0.09 

0,1k a  0 0.1 0.3 0.2 

5 210 ,  мQ ⋅  

0.5 

1.0 

1.5 
, ,0,1Q� �  

 2,  мQ  

310�  

610�  

910�  

1210�  
1,0k a  0 1 2 

, ,2,0Q� �  

, ,1,0Q� �  

Рис. 1 

2,  мQ  

910�  

1410�  

1910�  
0,1k a  0 0.1 0.3 

, ,0,2Q� �  

, ,0,1Q� �  

0.2 

2,  мQ  

610�  

910�  

1210�  

1510�  
1,1k a  0 0.11 0.22 

, ,1, 1Q� � �  

, ,1,1Q� �  

2,  мQ  

810�  

1110−  

1410�  

1710�  
1,2k a  0 1 2 

, ,1,2Q� �  

, ,1, 2Q� � �  

3 
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раза при 1,0 1 3k a = �  и увеличение ИНЭПР шара на частоте воздействия 0,1�  в 1.5 3�  

раза при 0,1 0.2 0.5k a = � . При 0,1 0.34k a �  ИНЭПР шара на частоте воздействия 0,1�  на 
8 дБ превышает интегральную эффективную площадь рассеяния (ЭПР) диэлектрического 
шара из материала со значениями диэлектрической проницаемости 1D , а также значи-

тельно возрастают уровни ИНЭПР на комбинационных частотах. 

Согласно графикам на рис. 3 при 2
2 0.05 A Bj <  ИНЭПР спектральных составляю-

щих на комбинационных частотах и частотных гармониках второго порядка снижаются на 
10�15 дБ, а третьего порядка � на 20�25 дБ. Зависимость ИНЭПР шара на комбинаци-

онных частотах от 2j  немонотонна, существует зависящее от радиуса шара значение па-
раметра 

02 2j j� , при котором ИНЭПР шара на комбинационных частотах имеет макси-

мальное значение. С увеличением радиуса шара значение 
02j  возрастает. 

На рис. 4 приведены результаты расчета ЭПР шара на частоте 1,0�  в линейном случае 
(при 2 0j = ; 2 0D = ). Как следует из данного графика, величина ЭПР шара в этом случае сов-

падает с величиной ЭПР, приведенной в [10]. 
���������	
��	�� ���������	��. 

Проведены с использованием макета шаро-
образного отражателя радиусом 0.08 �a � , 
изготовленного из парафина (ОСТ 6-15-402-
90). Электродинамические параметры па-
рафина: 4.4�� � , 1�� � , 0.027 �� ��� � . 

В объеме шара вблизи его поверхности рас-
положены нелинейные элементы (полупро-

 ���. 3 

2,  мQ  

210�  

310�  

410�  

510�  
2
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Рис. 4 
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���������� 	�
������������ ����� ��	� ��501�), ����������� 	
���������� 	������-
�������� � 
������
��� ��������� 10 ���. 

��
����
� 	���������� �� ����� �	
��������� �����������: ������ 1 ���, ��	��-
���� 584.4 ��, ���	���� ��������� ��	
� ���� �������� 4 4 �− +� . !�	
� ������� 	�-
������� "#� 1 � � , ������ 3 ���. �
������� ����
���� 	
� ���$� ����� ��
� ����� 
"#�, ������� 	�
��������� 	���
������. ��� ������
�� ��
� ����� 	�
�������� 
	�������� 	���
������ ���
������ "#�. 

!� 
��. 5 	
���������� 
��������� ����
���� ������������ ����%���� �
����� 

	��������� ��������� 11P , 12P , 13P  �	���
�����& �����������& "#�, ��������������, 

�� ���$���������& ������& 11ω , 12�  � 13ω  � �
���� 	�������� �������� "#� 10P  �� 
�������� ������ 	
� 
������& ��U  (
��. 5, а), � ��	����� ��
��������& ���������-

��& �������� �� ��&��� �������
� 	
������� �
���� �� ������& 1 ��� � �11U , 2 ��� 

� �12U , 3 ��� � �13U  �� ��	
� ���� �������� ( )��U  (
��. 5, б). 

’�� ������� �� 	
��������& �� 
��. 5 ������������, ������������ �
����� �����-
��� �	���
�����& �����������& 
���������� 	��� �� ���$���������& ������& ���
��� 
	�
���� ���������� � 10 �( ������������ �
���� �	���
�����& �����������& �� �����-
��� ������; �
������ 	�
���� � 20 �(, ����
���� � 22 �(. 

)���� �$
����, �� ������ 	
�������� ���
�� 	���-	�
��������& *������ � 	
�-
$�� ���� ��������� 	��� ���������� �	���
������ ������ "#�, ������������ �������-
��� ���$� ����� ����������� %�
��$
������ ��
� ����� ���
����� $���
��������� 
"#�. + 	������ ��������� � ����
���� ,��	�
������� 	�������, �� ���$���������� 
������������ "#� 	
� ����
������ ��- �������� ����� ��������� ������� ������ �� 
10�12 �( ����%���, �� �� �������� ������. 

���������	�
���� ����� 
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B. M. Petrov, A. N. Khripkov 
Taganrog state university of radio engineering 

Biharmonic electromagnetic wave scattering on the nonlinear spherical reflector 

Nonlinear biharmonic electromagnetic field scattered on a solid sphere of nonlinear ho-
mogeneous medium is examined. Nonlinear material constitutive equations given as current-
voltage characteristic are used here. 

Combination frequencies, material constitutive equations, nonlinear scattering, sphere, voltage-current characteristic 

����,� ����’��� 	 ��
���6 3 6�� 2006 �. 

УДК 621.396.674.1 

�. �. ������	
�, �. �. �������, �. �. �������� 
�����-�����	
����� ���
����������� ���������������� 
�������� 

"����" 

�������������� �	
���	���� ���	�	� ����, 
����	�	��	� � �	��	� ��	�	����� ����� 

����������	 
��
��� �������������� ���
��
� ������, ����
�
����
� �� 
�����
� ������ 
���������� ������
�. ��
�
����	 ��������� ���������� � �
���� 
������������� ���
��� ������ � ��
�
��
� ��
��������� � ��� ���������� �� �� ��-
����, 
���������� � �������� ������� ������
����������
�
 �
�����
����	. �
����� 
��������� �

��
����	 ��	 ������������� �
����
����	 ���
��
� ������ � �
�
��� 
�������������
�  ���. 

Рамочная антенна, электрическая модель антенны, предельные характеристики согласования 

+������ �� 
�����& ������ %�
��� ��	��������� � ���
������& 	�����������, 
�-
$������& � ���	�����& �� ���
���& �� �������
���& ���� ���� [1], [2]. � ,��& ���
����-
��& ��� �����%���� �������� ����� �� �� ��������� 
������& 	�����	������ 	
�����-
���� 	
�������� ,�
��� ������& 
����
��. !����� ��������
����� ,�
��� ���������-
�� �������� ��	�������� � 	������ &�
����
������ ��� �������� 
����, ��� � ������� 

�����& ������ 	� �
������� � �& 
���������� � ���$����� 	
���
������. .�������� 
*�
� ��	�������� � 	���
���������� ����
��� ��	
���������� 	
������ � 	�������� 
�%�$�� 	�����������, � ��������� ��	�������& &�
����
����� � � �����%���� 	����� 

�$��& ����� �������. ���$���� ����������� ,�� ��������� 	
� 
�$��� ������� � %�-


���� ���	����� ����� � 	�
��
����� 	� ������ в н 2 5K f f� � � , �� �$/�������� ��-

' &� ’3��� 7. )., (���	��	 ). )., ����’��	 ). �., 2007 
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�$&��������� 	����������� %�
���	����-
��& ��������, �
�$�������� �����%���� ��-
$�
���� �������� ���� 	��������
� � ��	�-

����
�� ��	��������& 
����. 

� ,��� ����� � ��������� ������ ����-
���� ,����
������ ������ � 	������ &�
��-
��
������ 	
����������� 
������ �����-
��, 
��	��� ����� �� �
����� 	
�������� 
,�
��� � $������ � 	������������ 
����
� 
������
�� � 	
���������� �
������� �����& 
&�
����
����� � &�
����
�������� �����-
��� 
���� � ���$����� 	
���
������. 

�������� ��	���� *�
��
������ ,����
������ ������ ����
����
��� 
������ 
������� 
������
��� � [3]. � ������������ � 	
���� ����� � [3] ��������� *�
��
������ 
������������� ������ 
������ ������� � ��� 	
���
�� �� �������
����� ��	������ 
������
������ �������� 
������ ������� � ������� �� �
�& ������ �� 	
�������� ,�-

��� � � ���$����� 	
���
������ � ���	����� 100�500 #�� � �
�& 	�����& ,����
�������-
������ ������
������: Ansoft HFSS, SuperNEC, Microwave Studio. �
� ������
������ 

�$/����� 
������ ������� �� 
����
� 150 75 10 ��× × , ������� 	
�������� 1.7 �� , 


����
� ,�
��� 350 2 ��� � . +&���������� ���$
� ���� ������ �������� 
������ ��-
����� �� 	
�������� ,�
��� 	
������� �� 
��. 1. 

��� 	
���
�� �������
����� 	�������& 
���������� � 	������ ���������
� ��	�� 
HP8720B ����
��� �&����� ��	
��������� ,��	�
������������ �$
���� �������, 
��	�-
�� ������ �� ,�
��� ���������� ������
� 350 ��. 

"��	�
����������� � 	�������� � 
��������� ������
������ � 
������& 	�����& 
�������� ����������� ������������ � ������ ����� �&������ ��	������ 	
����������� 

���� �� ,�
��� ������& 
����
�� 	������� �� 
��. 2 (� � ������������ ����, � � ������ 
����; 1 � ,��	�
����������� ������, 2 � 
�������� ������
������ � Ansoft HFSS, 3 � 
�-
������� ������
������ � SuperNEC, 4 � 
�������� ������
������ � Microwave Studio). .� 

��. 2 ����� ��������� &�
�%�� ���	������ 
���������� ������
������, 	�������& �� 
���& 	�����&, � ��� � � ,��	�
������, �� ��������������� � �������
����� 	�������& 
�-

 

y x 

z 

���. 1 

 

 � � 
���. 2 
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���������. +�$�������� 
���������� ������ 
���� �� ,�
��� ��
�������& 
����
�� �� �� 
� 	
�����& 410�430 #��, ������� ������������ ������������ �&������ ��	������ � 
�-
������� ���������� 6 ���. 0������� ������ 
���������� ������
������ � ,��	�
������ 
��$�������� ������ �� �����& ������&, �� �$/�������� 	
�$������, ������������ 	
� 
������
������ ,����
����� ��
����& ������, ���$���� � 	����� Ansoft HFSS. 

���������� ������
������ $��� ��	������ ��� ,���  � 
������ ������� � ���-
$����� 	
���
������. 1��������� ������� ������
������ ��� ������������ � ������ 
����� �&������ ��	������ 
����, 	�������� � 	����� SuperNEC, 	
���������� �� 
��. 3, 
�, � ��������������. ’�� ����� �� 
��. 3, � ,��� ����� 
���������� ������ 
���� ������-
���� 	
���
�� 250 #��, � ������������ ���� �&������ ��	������ �� 
���������� ����-
�� $��� 
���� 3.5 ���, �. �. 	
�$���������� � ��� 
��� �� �, �� � 
����, 
��	��� ����� 
�� ,�
���. 0������ �����& �����������& �&������ ��	������ 
�����& ������ � ���-
$����� 	
���
������ � ��� ,�
���� 	
���
�� ���	�����. 

����
���� ��	
���������� 
������ ������� �� 	
�������� ,�
��� ��� � ������� 
��������� �� ��������������& ����
��� 
���� � ���$����� 	
���
������ ��� 	� *�
�� � 
�
����, ��� � 	� 	���
���������� &�
����
�������. "�� 
������ 	�������� ������� ����-
��� 	
��������� ,�
��� �� &�
����
������ 	��������
� �� ������ ������� 
�����& ������. 

1��������� ������
������ 
������ ������� 	�������� �*�
��
����� ,����
������ 
������ (,������������ ,����
������ �&���) ������� � 
� ��� 	�
���� � ���� 	�
������-
���� L C R� � -�����
� [3] ��� �	
�������� 	
�������& &�
����
����� ������������ � 	���-
�� �����. ��
����
� ������ �	
��������� ������������ �
��������
��������� �������-
��� ��	�������& &�
����
����� ������ �� ��
�������& ��	�������& &�
����
����� �����-
��, 	�������& � 
��������� ������
������ � �
�& 	�����& � � ,��	�
������. 

"����
������ ������ �������� 
������ �������, 
��	��� ����� �� 	
�������� 

,�
���, � 
� ��� 	�
���� 	������� �� 
��. 4, �, ��� � �,  E R  � ,������������ "�+ � ��	
�-

�������� ���$� ������� ����
���
�; N � ��	� ������������ �� �������	������& ,�����-

���. ��� ��������& 
���� 
����
�� 	�
����
� �&��� ���������: н 7.7 кОмR � ; 

� 0.81 ��C � ; � 162 ���L � . !� ��������� 	
����	� ���������� �� ,����
������ ������ � 

� ��� 	�
���� (
��. 4, �) �� �� 	���
���� ������ 
���� � 
� ��� 	
���� (
��. 4, �, ��� 

��R  � �&����� ��	
��������� ������������� �������). ��� ,���� � ������ 
���� ���$&����� 

 

 а б 
Рис. 3 

0.1 
� 5 

0.2 0.3 0.4 ,  ���f  

� 2.5 

0 

� ���Im ,  ���Z  

0.1 
0 

0.2 0.3 0.4 ,  ���f  

1 

2 

3 

� ���Re ,  ���Z  



======================================�������� �	�
� �
����. ���
������
����. 2007. ���. 3 

 15

��$����� ,������������ ����
���
 "�+ 	
������� 

������� �E  � ,������������ ����
���
 %���� ,*�
� � 

��$�������& %���� 
���� шE . ��	������ ��	
� �-
��� ����
���
� �E  �� 
������& ������& ����� $��� 
	������ � 	�����& 	
��
��� Microwave Studio, Ansoft 
HFSS 	
� ������
������ �$������ 
���� 	������ 
������ � ��������� ��	�������, ��	
�������� 	���-
��� � 	���
������� ,����
������� 	���. 1��������� 
������
������ ������������� ��	
� ���� �� �� �-
��& 
���� � 
� ��� &�������� &���. 

��������� ������ 
�����& ������ �	
������-
�� � %�
���� 	����� ����� ��� �$/����& � 	�����& 
*
��������& 
����, 
��	��� ����& ��� �� 	
�������� 
,�
���, ��� � � ���$����� 	
���
������. 1������ ����-
��� ���������� ��%� � ��������& ,�������� [3], [4]. 

.�	������ ,����
������ ������ ����
����
��� 
������ �������, 	��������� �� 

��. 4, �, �	
������ 	
�������� &�
����
������ ������������ 	���$��& ������ 	
� 
�$�-
�� � 
� ��� 	�
����. "�� ������%���� ��� �� 	�������� 	� ��������� ,�������� ��-

���� ������� ,  ,  L C R  �	
������� ���������� ����� ��� ������� ������ ��,**�����-

�� ��
� ���� � �S �  �� �&��� 	�������� �������	������� ����������� ��	� � �������� 


�$��� ���	����� ����� ��  ��$� 
�%��� �$
����� ����� � 	� ��	������� ������� 
� �S �  ����� ����������� ����� ��� ������� �� . 

2��� ��$�������� 
���������� ������ 
������ ������� р�  ���	����� �� �
����-
������
������ ������� 0�  
�$���� ���	����� �� , �� ��� ������ 	
�������& &�
����-

����� ������������ �� �� ���	����������� 
���������� 	
��$
��������� ������, 	�-

�������� 	����� ����� ��  �� ������ 0 рω = ω  �� �
����������
������ ������
��� 

[4]. ������ ,�� ������� ���� �� ��	�������� �� 	
������ � 	
� �	
�������� 	
�������& 
&�
����
����� 	
�&������ ��	��������� �
�����
������ 
���������, ��� ��� ������� �� 
������ 0�  ����
�������� � 	������ ���%��& 
������������. ��$������� ����������
� 
	
������ � �&��%���� &�
����
����� ������������, ��$������� ������������� � � 
�����%���� ��	
��������� �������� 
����, 	�,���� ��	���������� ���%��& 
������-
������ ���� �������� �� ����������. � ����� � ,��� 	
���������� ����
�� �	
�������� 
&�
����
����� ������������ 	
� 	
���������� 
��	��� ���� 0�  ������������ 
���-

������� ������ ������� р�  � ������ 	���
� � ������������, �$����������& ��	����-

�������� 
���������� ,��������� ����
���� 
����. 
� [4], [5] 	
�������� ������%���� ��� &�
����
����� 	
��������� ��,**������� 

��
� ���� 	
�����%�& ���	������& ���
���� � ���� 	�
�������� ��������& 
������
� 

 

�R  �C  

�R  

�E  
N  ~ 

�L  

� 

� 
���. 4 

�R  
�C  

�L  ��R  

�E  
~ 

~ 

�E  
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�R  � ����������
� нC  (
��. 5, а). ��� ���
���� ������ ���� 	
�������� ������%���� ��� 
������ ��,**������� ��
� ���� � �S �  �� �&��� 	�������� �������	������� ��������-

��� ��	� ��N  ����� ��� [5]: 

 � �
� �

1 2
ln d

C RS

∞

−∞

�� �
�� . (1) 

"������������ �&��� 
������ �������, ������������� � ���$� ������ ����
���-


�� �E  c 	������ �������	������� ,����
������ ��	�, �� �� $��� 	
������� � �&��� �� 

��. 5, б. ��� 	�
�&��� �� 
��. 5, а � 
��. 5, б ��	����� � (1) ������ 	�
������&. �� 	�
�-
������ �����
�
������ ������ ������ 3 	�
����� � ����� �������� 	�
������� 4, 
��������� � 	�
��� ������%����� 

 2
�Ω= ω−ω ω , (2) 

��� р н н1 L C� �  � 
���������� ������ �����
� ���
���� (
������ �������) � �&���& 


��. 4, б � 5, б. �
� ����� 	
��$
�������� ����������
 � ������������� ��
����� ��	� 
(
��. 5, а) 	
��
������� � 	�������� ��
����� � 	�
��������� �����
, ����
������ �� 
������ ��  (
��. 5, б). 

5�������� 	
����� �����
�
������ � ������%���� �� �� ��**�
��������� 	
� 
������ 	�
������� �����
�
������: 
 ( ) ( )2 2 2 2

� �1 ;

0;  .

d d d d� � � � � � � � � � � �
� � �� � � � � � � � � � �

 (3) 

����� 	���������� (2), (3) � (1) 	����� � �2 2
р

н н0

1 2
ln 1 d

S C R

�
�

� � � � �� . �
� 
�$��� 

������� � ���	����� ����� в н∆ω = ω −ω  ��� �������� ��	� ��� �� $��� ���
�������� 

� ������ ���	�����. ��,���� ����� �� 	�
�&�� �� $��������& 	
������ �����
�
���-
��� � �������: 

 � ��

�

2 2
�

� �

1 2
ln 1 d

S C R

ω

ω

�
� � � � �� . (4) 

�������, �� ��� �������, 
�$������� � 
� ��� 	�
����, ������� ������ ��,*-

*������� ��
� ���� �� �&��� ����������� ��	� � �S ω  ��� �� $��� 	��������� � 
�$�-

�� 	����� ����� в н� �� , ������%���� (4) �� �� 	
������ � ���� 
 

 � � 
���. 5 

нR  нC  

�R  

�E  
~ ��N

��  ~ ( )S �  
нR  нC  

�R  

�E  

пер
0

N
�
��

 ~ 
�L  

р�  

� �S �  
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� ��

�

2 2
�

� �

2
ln 1S d

C R

�

�

π
+ω ω ω = −∫ , 

������ 	���� 	
��$
�������� 	�����: 

 � � � � � �2 2 2 2
� � � � 0 � � 0

2 2
ln

1 1�
S

C R Q

π π
= − = −

ω −ω +ω ω +ω ω
, (5) 

��� � �� � � ��Q С R= ω −ω  � ��$
������� ����������
� � 
�$��� 	����� ����� ��������-

��� ��	� � �� � � . 

)���� ��� 	
��������� ������� 
������
��� � 
�$��� 	����� ����� &�
����
�-
����� ��,**������� ��
� ���� �� �&��� ����������� ��	� (
��. 5, �) �����: 

 � ��� 2 2
� 0

2
exp

1C

S
Q

π ≥ − + ω ω  
. (6) 

2��� 	
���$
�� 	���
��� (�� �	
�������� ��� ����� 50�1000 #��), �� ��������, 
	
�&������ � �������, �, �������������, �� ���������, �	
�������� ������%����� 

 2
�� i ��1P � S= − , (7) 

��� прP  � ��������, 	����	��%�� � �������; i�  � ��������, 	��������� �� �������� 
�������. 

��
� ���� (5)�(7) 	
���������� ��$�� ������� 	
�������� ������%����. 
!� 
��. 6 	
������� 	
�������� &�
����
������ ������������ � ����������� �� %�-


��� 
�$��� 	����� ����� � �f f f∆ = −  �$/����� 
������ ������� �� �
����� ,�
���, 

����
� ����
�� ������� 
����, � ,����
������ ������ 	
������� �� 
��. 4, �. +�$�����-
��� 
���������� ������ 
������ ������� ���������� 410 #��, � ����
������ ������ 
�-
$���� ���	����� 0 250 МГцf � . +	��%���� ������� ���� ����������� S , %�
�&����� 

� ��
��
������� 	
�&������ � ������� �������� � � � �пр н пр пр 0P P f P= . ’
���� 1 	�-

��
���� ��� �����, ����� ����
������ ������ 
�$���� ���	����� ������������� ������ 
����
���� 
���� 410 #��. ’
���� 2 ������������� ����� ����
���� 
���� �� ����
���-
��� ������ ���	����� 250 #�� � 	������ ��	������������ ����������
�, � �
���� 3 � 
�����, ����� 
����, ����
������ �� ��$�������� ������ 410 #��, 
�$����� �� ����
���-
��� ������ ���	����� 250 #��. ’�� ����� �� 
��. 6, ���������� ���%��& 
��������& ,��-
������ � 
���� 	�������� ���%��� &�
��-
��
������ ������������ ������� ��� �� 
�-
$��� 	����� ����� � �
����� �� 
10�15 %, �� ������ ����� ��� 	
�����-
���& 	
��������. 

!� ��������� 	
����	� ���������� 
	�������� 	
�������� ������%����, ���-
�������� 
�$��� ���	���� ����� � 	�-

����
� ,����
������ ������ �������, 

 

,  ���f�  0 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.25 

0.5 

0.75 

пр н,  S P  

1 

2 3 

2 
3 

���. 6 
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�	
�������� � ��� 	
������ ����
����
��� 
������ �������. 
��������� 
��������� ����� �� 	�
������ � �� �
���� ��	� 
�����& ������, 
�-

$������& �$���� 
���������� ������. 
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Matching characteristics of loop antenna located on finite conductive screen 

The basic characteristics of loop antenna located on the round limited sizes screen are 
investigated. Comparison of impedance and field loop antennas characteristics in free space 
and at their accommodation on screen realized in various electrodynamics simulators is im-
plemented. Limiting ratio for loop antenna matching characteristics by means of nondissipa-
tive circuit is received. Mutual influence estimation of several loop antenna located under cor-
ner to each other is executed. 
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